Meécanique

Chapitre 6
Mouvement dans un champ de force centrale
— - _ o
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Ce

qu’il faut connaitre

———— (cours : 1I)

>

>

»3

Ce

Quelles sont les définitions des référentiels terrestre, géocentrique et héliocentrique ?

Décrire le mouvement de la Terre dans chacun.

Donner 'expression de la force gravitationnelle exercée par une masse m’ située en O, sur une masse m située en M
une distance r = OM.

Donner I'expression de ’énergie potentielle dont dérive cette force.

Enoncer les trois lois de Kepler.

qu’il faut savoir faire

——————— (cours : I)

>y

Pour un point matériel soumis & une force centrale, démontrer la conservation du moment cinétique, en déduire des
conséquences (mouvement plan, loi des aires). — EC1

Exprimer la conservation de I’énergie mécanique, construire une énergie potentielle effective. L’utiliser pour décrire
qualitativement le mouvement radial (état lié ou état de diffusion).

—————— (cours : II)
Cas particulier d’'un mouvement circulaire : montrer que le mouvement est uniforme, exprimer sa période et retrouver
la 3¢ loi de Kepler. — EC2
Satellite géostationnaire : justifier le type d’orbite, calculer l'altitude du satellite. — EC3
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Exercices de cours

Exercice C1 — Conservation du moment cinétique et conséquences

A F
On considére un point M de masse m soumis & un champ de force centrale F', de F~~_ €r e
~~ ®
centre O. S
MA
1 - Montrer que le moment cinétique en O est conservé au cours du mouvement. 0 | &,
K 2 P P ~ . |
On utilisera les coordonnées sphériques de centre O (cf schéma a droite). y !
T l
2 - On note €, le vecteur unitaire colinéaire a &o. Z, i
— (? |
Montrer qu’a tout instant, OM est perpendiculaire a 5 et donc a €. En déduire . O, Lot ; >
e 5~
que le mouvement est dans le plan Oxy. ~ R
D J
(coordonnées sphériques)
3 - On utilise les coordonnées polaires dans le plan Ozy (vecteurs ., dy).

Montrer que la conservation du moment cinétique implique que la quantité 726 est constante au cours du mouvement.

Comment interpréte-t-on ceci géométriquement 7

Exercice C2 — Particularités de I'orbite circulaire

On considére un satellite en orbite autour de la Terre, dans le cas particulier ou cette orbite est circulaire (rayon R).

On se place dans le référentiel géocentrique, muni d’un repére polaire dans le plan de lorbite, de centre O (centre de la
Terre). On note M le point repérant le satellite, et m sa masse.

On note Ry = 6400km le rayon de la Terre et My = 6,0 x 10?* kg sa masse. On donne G = 6,67 x 10~ m? - kg=! - s72.

1-

2 -

Montrer que le mouvement est circulaire uniforme, c’est-a-dire que la norme du vecteur vitesse (ou la vitesse angu-
laire) est constante. On pourra pour cela appliquer le PFD au satellite.

Donner I'expression de la norme v de la vitesse sur l'orbite, puis de la période du mouvement, en fonction du rayon
R, de la masse de la Terre Mr et de la constante G.
On remarque que ceci permet de retrouver la troisiéme loi de Kepler (mais cette 3¢ loi est plus générale car elle est

aussi valable pour les mouvements elliptiques, dont le cercle n’est qu'un cas particulier).

Orbite basse : dans cette question, le satellite est en orbite basse, donc & une altitude (mesurée par rapport a la
surface de la Terre) h < Rr. Sa distance au centre de la Terre O est donc R = Ry + h ~ Rr.

a - Calculer sa période de révolution autour de la Terre.
b - Calculer également sa vitesse.

Cette vitesse, qui est celle nécessaire a la mise en orbite d’un objet & altitude nulle, est appelée premiére vitesse
cosmique.

Ceci s’applique pour les satellites assez bas, comme par exemple 'ISS (h = 400 km).

Energie mécanique : donner ’expression de I’énergie mécanique de la masse m en fonction de G, M, m et R, et
montrer qu’elle est bien négative.

Exercice C3 — Satellite géostationnaire

On considére un satellite en orbite autour de la Terre, dans le cas particulier oul cette orbite est circulaire, dont on note
R le rayon.

On se place dans le référentiel géocentrique, muni d’un repére polaire dans le plan de l'orbite, de centre O (centre de la
Terre). On note M le point repérant le satellite, et m sa masse.

On note Ry = 6400km le rayon de la Terre et My = 6,0 x 10?* kg sa masse. On donne G = 6,67 x 10~ m? - kg=! - s72.

On considére un satellite géostationnaire.

1-

2 -

3-

Expliquer en quoi “géostationnaire” consiste, et quel type d’orbite cela implique (en terme de forme, de localisation
et de période).

Donner l'expression de la période du mouvement en fonction du rayon R, de la masse de la Terre Mt et de la
constante G.

On pourra pour cela appliquer le PFD au satellite (identique questions 1 et 2 de 'EC précédent).

En déduire la distance R, puis laltitude h par rapport au sol.
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Cours

| Définition : champ de force centrale |
J

Un point matériel M évolue dans un champ de force centrale, de centre O, lorsqu’il

est uniquement soumis & une force dont la direction est colinéaire & OM et dont la F—:
norme ne dépend que de r = OM.
. ~ -z 2t 2 T
Cette force s’exprime donc, dans un repére en coordonnées sphériques centré sur O, @ M
comme Ol >
F = F(r)eé,.

Une force centrale est toujours conservative : il existe une énergie potentielle E,(r) telle que

dB,

F(r)= e

~~1 Exemples :

» Force de gravitation entre une masse m située en O, et une masse m’ a une distance r, s’écrit :
, . o /s . roel
» Force électrostatique entre une charge ¢ située en O, et une charge ¢’ & une distance r, s’écrit :

> Ressort attaché en O exerce sur un point M & son autre extrémité (avec OM = r) une force :

I — Conséquences générales pour une force centrale

1 — Etude avec le moment cinétique

a/ Conservation du moment cinétique

| Propriétés !

Soit un point M, de masse m et vitesse ¥, soumis uniquement & une force centrale F' = F(r) €,..

. S —
= Le moment cinétique en O est constant, oo = cst.
= Le mouvement a lieu dans un plan (celui perpendiculaire & ¢o et contenant O).

= En coordonnées polaires dans le plan du mouvement, la grandeur 26 = C' est constante au cours du mouve-
ment.

On appelle C la “constante des aires”.

Ceci s’interpréte géométriquement en disant que le vecteur position balaie des aires égales pendant des durées

égales.

Y
Remarque : le mouvement étant dans le plan Oxy, on utilisera dans toute \ trajectoire i B
la suite les coordonnées polaires dans ce plan (alors qu’avant on était en L
coordonnées sphériques). M

r

On note ,, Uy les vecteurs de cette base. On a u, A Uy = €. Z@ 5

O T

plan du mouvement

Interprétation de la loi des aires : r20 doit rester constant au cours du
mouvement, donc

— sir est petit alors il faut pour compenser une vitesse angulaire plus im-
portante (6 augmente).

centre O

— si r est grand alors la vitesse angulaire sera plus petite (6 diminue).

On montre (cf version corrigée du poly) que les aires balayées sur la figure
ci-dessus sont égales (si elles sont parcourues pendant des durées égales).

Meécanique chapitre 6 3/8 Raoul Follereau | PTSI



2 — Etude énergétique
a/ Introduction de I'énergie potentielle effective

Ecrivons I’énergie mécanique d’une masse m évoluant dans un champ de force centrale.

Coordonnées polaires dans le plan du mouvement.

— On note E,(r) I'énergie potentielle dont dérive la force.

Vitesse @ = 71, + r0iy, donc ||7]|? =
~ On ala loi des aires, 720 = C, donc 70 = C/r.

— Energie mécanique :

Energie potentielle effective

Pour un mouvement dans un champ de force centrale, on peut écrire I’énergie mécanique de sorte & ce que tout se
passe comme si on étudiait un mouvement & un degré de liberté selon un axe fixe de coordonnée 7, avec :

e 1.
— une énergie cinétique §mr2,

, . . 1 C?
— une énergie potentielle E, oz(r) = -m—-

Dl + E,(r).

On parle d’énergie potentielle effective, pour dire que tout ce passe comme s’il s’agissait d’une énergie potentielle.

Il ne faut pas connaitre les expressions par coeur, mais étre capable de refaire ces manipulations.

b/ Utilisation pour prédire le type de mouvement

On retrouve ce que nous avons vu au cha-

pitre 3.2 sur I’énergie : I’énergie mécanique Ep.en(r) Ep,en(r)
E,, est constante (force conservative), et
1 Fom
E,, = §m7"2 +Ep e(r), donc‘ E,en(r) < Epp. ‘
>0 B
Ceci donne le type de mouvement possible,
en fonction de la valeur de F,, : cf schéma
ci-contre avec une forme arbitraire pour 1 " 0 ' ’ "
Ep,eff(T)- Zone accessible : 7 > 1y Zone accessible : 711 <17 < 1o
= mouvement ouvert (ou de diffusion). = mouvement borné.

Ceci sera mobilisé dans la partie suivante.

Il — Application aux planétes et satellites

Une force newtonnienne (ou champ de force newtonnien) est une force en 1/72. Elle peut étre attractive ou répulsive. Nous
nous intéressons ici uniquement au cas gravitationnel, donc attractif.

1 — Rappels sur la loi de Newton
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| Loi de la gravitation universelle |

Coordonnées sphériques, centre O.
Soit une masse m placée en O, et une masse m’ placée en M, avec OM = r.
La masse en O exerce sur celle en M une force :

F=-G—-

G =6,674 x 107" m3 - kg=! - s72 (constante de gravitation universelle).

Cette loi est valable pour des masses m et m’ ponctuelles, et aussi si les masses m et m’ sont a symétrie sphérique, centrée
respectivement en O et en M.

Cette loi est donc valable en trés bonne approximation pour des planétes et pour tout corps céleste en général, a condition
que O et M soient le centre de la planéte, de 1’étoile, etc.

Application : lien avec la pesanteur & la surface d’une planéte

Soit une planéte de masse Mp et rayon Rp. A sa surface, le poids d’un objet de masse m est P= mg, mais aussi

~ M,
P=-c"Le,.
Rp
PRI GMp 24 : -2
On en déduit g = o Sur Terre, avec Mp = 6,0 x 10°* kg et Ry = 6400km, on trouve bien g = 9,8 m - s™~.
P

Energie potentielle gravitationnelle

I
- mm
L’énergie potentielle dont dérive la force F' = —G——¢€,. s’exercant By
T
sur la masse m/, est 0
mm/ a4
Ey(r)=-G
r
. . dE,
Il faut connaitre cette relation (ou la retrouver avec F(r) = fd—)
r

~~o Démonstration :

2 — Référentiels

Le référentiel héliocentrique :

- son centre est le centre du Soleil,

- ses trois axes pointent vers des étoiles
lointaines (fixes).

Un référentiel terrestre est lié a
la surface de la Terre.

Le référentiel géocentrique :

- son centre est le centre de la Terre,

- ses trois axes pointent vers des étoiles
Dans ce référentiel, la Terre est lointaines (fixes).

immobile. . ) R o
Dans ce référentiel, les planetes décrivent

des trajectoires quasi-circulaires.

Dans ce référentiel, la Terre tourne sur
elle-méme, mais n'a pas de mouvement
de translation.

Adapté pour : mouvements des

objets sur Terre. 3 . .
Adapté pour : mouvements des planetes, des cometes.

Adapté pour : mouvement de la Lune ou

des satellites. Variante : référentiel de Copernic, idem mais

centré sur le centre de masse du systeme solaire
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3 — Nature des trajectoires

— L’énergie potentielle effective (cf 1.2) est :

L’allure de E, oq(r) est montrée ci-dessous.

— = Le type de mouvement va donc dépendre de la valeur de 1’énergie mécanique (qui se conserve) de la masse m’.

1
Initialement E,, = E. + E, = Emvg —
Ainsi trois cas :

» F,>0:

r peut tendre vers l'infini, c’est un
état non borné, état de diffusion.

(On peut démontrer que les trajec-
toires sont des hyperboles.)

» F,=0:

r peut tendre vers l'infini, c’est un
état non borné, état de diffusion.

(On peut démontrer que les trajec-
toires sont des paraboles.)

» F,<0:

r est borné entre deux valeurs, c’est
un état lié.

(On peut démontrer que les trajec-
toires sont des ellipses.)

Remarque : attention & ne pas confondre

!

mm
G——
To

r T
En Jk_/té [min

!/
, ce qui peut étre positif ou négatif.

Ep,eff

Ep,eff

Tmin

eff

périgée

Tmin \«>

apogée
T

— le graphe de E,(r) = -G mm (tracé dans lencadré sur E, page précédente)
r

— avec le graphe de E, ¢ (1) = 5

1 ,C? 1
fm'ﬁ +E,(r)= <

mm’

02
5 -G

ml

2 T

C’est sur celui-ci qu’on raisonne pour avoir la nature des trajectoires.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux cas des trajectoires bornées (état lié).
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4 — Lois de Kepler

| Les trois lois de Kepler ]

Ces lois sont valables dans le référentiel héliocentrique ou de Copernic.

» Loi 1 (loi des orbites) : les trajectoires des planétes sont des ellipses dont le Soleil est un des foyers.

» Loi 2 (loi des aires) : les aires balayées par la ligne Soleil-planéte pendant des intervalles de temps égaux sont
égales.

» Loi 3 (loi des périodes) : le carré de la période de révolution autour du Soleil est proportionnel au cube du
demi-grand axe de son ellipse, soit :

T  4r?

a3 B GMS N

avec Mg la masse du Soleil. Ceci est indépendant de la masse de la planéte.

cst,

Ces lois se transposent au cas d’un satellite en orbite autour d’une planéte : il faut alors se placer dans le référentiel
lié au centre de la planéte (géocentrique s’il s’agit de la Terre), et remplacer le Soleil par la planéte. En particulier
Mg devient la masse de la planéte.

Il faut savoir énoncer ces trois lois (mais pas la relation exacte pour la 3°).

* lllustration de la loi 1 (et propriétés des ellipses) :
Quelques notions sur les ellipses (pas a connaitre) :

— Une ellipse posséde un grand axe (longueur 2a) et un
petit axe (longueur 2b), cf ci-contre.

— Dans le repére ci-contre, ’équation cartésienne de 1’el-
lipse est L.,
2 y? périgée
St =1
a b2
Si a = b, on retrouve un cercle de rayon R = a = b, et
son équation est bien x? + y? = R2.

apogée
' /pg

— Toujours dans ce méme repére, la trajectoire est donnée
par

z(t) = acos(wt) et y(t) = bsin(wt).

7 o a2 — 12
— L’excentricité est e= —, et ona 0 <e < 1.
a

Plus Vellipse est proche du cercle, plus e — 0 (et si e = 0 alors a = b, on a un cercle).

Plus Pellipse est aplatie, plus e — 1 (et si e = 1 alors b = 0, on a un segment).

— Une ellipse posséde deux foyers, F' et F' ci-contre.
Sia =10, alors F et F’ sont confondus en O.
— Le point ot la planéte est au plus proche du Soleil est le périgée (péri = proche), le point le plus éloigné est ’apogée.

On a rmjax + Tmin = 2a (évident).

Aucune des formules ci-dessus n’est & connaitre ! Retenez simplement le vocabulaire, et soyez capable de refaire un schéma
d’ellipse.

Dans le systéme solaire (les chiffres ne sont pas a retenir) :

— Les trajectoires des planétes ont des excentricités faibles : e = 0,21 pour Mercure, 0,0086 pour Vénus, 0,017 pour la
Terre, 0,093 pour Mars, etc.

Animation permettant de visualiser les trajectoires : https://javalab.org/en/keplers_law_en/
— En revanche les cométes ont des excentricités proches de 1 (comeéte de Halley : e = 0,97).

— Les satellites artificiels (de télécommunication, etc.) peuvent avoir des orbites quasi-circulaire (e ~ 0) ou au contraire
trés elliptiques, selon les besoins.

Enfin, il est possible de démontrer cette loi 1 via un PFD sur un corps soumis & une force en 1/r2¢,, mais c’est un peu
mathématique et nous ne le faisons pas.
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* lllustration de la loi 2 :

— En un temps At donné (par exemple 1h), l'aire balayée par le segment Soleil-
planéte est toujours la méme.

Ci-contre, ’aire en rouge et l’aire en bleu sont les mémes.
— Conséquence : pour une orbite donnée, une planéte va plus vite lorsqu’elle est

proche du Soleil (a la fois en vitesse angulaire et en vitesse absolue), et plus
doucement lorsqu’elle en est loin.

— Nous avons démontré cette loi dans le I.1.c, via la conservation de r26.

* lllustration de la loi 3 :

— Plus un objet est éloigné du corps central, plus sa période de révolution est longue.

Période de révolution la Terre autour du Soleil : un an; de Neptune : 164,8 ans (Neptune a fait a peine plus d’un
tour depuis sa découverte en 18461).

Période de révolution autour de la Terre de la station spatiale internationale (ISS, 400km d’altitude) : 1h32; d’'un
satellite géostationnaire (36 000 km d’altitude) : 24h; de la Lune (384 400 km de distance) : 27 jours.

— On peut démontrer cette loi (encore & partir du PFD sur un corps soumis & une force en 1/r2¢,), mais c’est assez
mathématique. Nous le ferons dans la suite dans le cas plus simple ol I'orbite est circulaire.

5 — Etude d’un satellite en orbite circulaire
a/ Particularités de I'orbite circulaire

~~3 Faire ’EC2.

Remarque : tout ceci est valable dans le référentiel géocentrique.

Les orbites basses sont trés utilisées, leurs avantages étant une communication rapide (satellites de télécommunication)
et une bonne résolution pour les instruments d’observation (météorologiques ou autres). Cependant les orbites d’altitudes
inférieures & 200 km environ sont inutilisables (frottements avec 'atmosphére). Il y a aussi des satellites sur des orbites
non circulaires, assez fortement elliptiques.

b/ Cas d’un satellite géostationnaire trajectoire du satellite

Certains satellites de communication doivent toujours étre positionné au
méme endroit du ciel & partir d’un point terrestre (par exemple certaines
antennes paraboliques pointent toujours dans la méme direction). Ces
satellites sont dits géostationnaires (ils “stationnent” par rapport a la
Terre - “géo”) .

/
[

~-+4 Faire ’EC3 (pour la question 2 reprendre les résultats de 'EC précé- i
7

trace au sol
dent).

du plan du
mouvement
Bilan : l'altitude d’un satellite géostationnaire est d’environ 36 000 km.
Ce type d’orbite est trés prisé (on y trouve plus de 300 satellites), et trés surveillé.
Il — Application aux charges
| Force entre deux charges et énergie potentielle |
J
On se place dans un repére de coordonnées sphériques, de centre O.
Soit une charge ¢ placée en O, et une charge ¢’ placée en M, avec OM = r.
/
» Force : la loi de Coulomb indique que la charge en O exerce sur celle en M une force : | F' = 1 il 5 €r
TEQT

€0=28,854 x 10712F - m~! est la permittivité du vide.

- dE /
» Energie potentielle : elle s’obtient a partir de F(r) = —d—p. Ona:|E, = 1 i
r TEQT

Cette force est une force newtonnienne (en 1/72), et on retrouve des résultats trés similaires au cas gravitationnel.
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