Partie IT : Thermodynamique et mécanique des fluides
Chapitre 6

Correction — TD — Transferts d'énergie par conduction

thermique
| Vrai-faux/qcm * | [®00]
L

1 - (V/F) On redonne la formule : Ry, = S
Pour raisonner intuitivement, on rappelle que Ry, permet de calculer le flux thermique : &y, =
T —To

R
- Augmente si S augmente?  Faux, elle diminue si S augmente. La formule le montre. Intuiti-
vement, on comprend que si la surface d’échange augmente, alors le flux thermique augmentera
également, c’est donc la résistance est plus faible (moins de résistance, moins d’isolation).
- Augmente si L augmente?  Vrai. La formule le montre. Intuitivement, on comprend que plus
le matériau est épais, plus il isole, et donc plus sa résistance thermique est grande.
- Augmente si A augmente ? Faux, elle diminue. La formule le montre. Intuitivement, on
comprend que plus la conductivité thermique du matériau est grande, mieux il conduit la chaleur,
et donc plus sa résistance aux transferts est faible.

2 - La diffusivité thermique s est en m?/s.

Cette unité permet de dire que si un probléme de diffusion thermique fait apparaitre une longueur
caractéristique L et un temps caractéristique 7, alors on a k = L? /7.

On peut réécrire ceci 7 = L?/k. On voit que si on double la taille d'un systéme, la propagation
d’un front chaud dans tout le systéme prendra 22 = 4 fois plus de temps.

3 - (V/F) Faux. C’est le cas en régime permanent, si en plus la situation est unidimensionnelle sans
source ni perte. (Par exemple dans l’exercice sur l'ailette de refroidissement on a une situation
stationnaire, unidimensionnelle, mais a cause des pertes sur les cotés le profil n’est pas linéaire.)

4 - fth : densité de flux thermique, W - m~2;
®yy, : flux thermique, W, on a &, = S X jip si 1D
X : conductivité thermique, W - m~! - K~!, apparait dans la loi de Fourier ;

r : diffusivité thermique, m? - s~!, apparait dans 1’équation de la chaleur ;
T : température, K;
Ry : résistance thermique, apparait dans 77 — Ty = Ry $y, (schéma en convention récepteur
pour les signes) ;
h coefficient conducto-convectif, W - m=2 - K~1, apparait dans la loi de Newton ®, = S'h (Tparei—
Thuide)-
V Régime non stationnaire — Onde thermique dans le sol [0 @ 0]
o To(?)
V.
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1 - Voir cours.

00
2 - a - On part de l'expression 0(z,t) = 6, exp{j(wt—kz)}, et on calcule <8t> . Il faut comprendre

que l'on dérive par rapport a ¢, en traitant  comme une variable fixe. On a donc :
00
LY = by jw expli(wt — kn)}.
ot ),

On procéde de méme pour la dérivée par rapport & x, cette fois a ¢ fixé :

@‘;)t — 0y (—ik) expli(wt — kx)},

et on dérive une seconde fois :

d%0 : . . :
(5:2) =t (I8 explilot — k) = 0 2 expliCot ~ k),
t
) . 0
b - I'équation de la chaleur est | — | =

Ox?
ot ox2 ),

On utilise les deux expressions précédentes pour les dérivées partielles. On voit tout de suite
que les facteurs 6, se simplifient, tout comme les exponentielles. Il reste donc :

jw=rkx (—k?), soit |k*= i

. .

c - Il s’agit de trouver la racine carrée d’un nombre complexe. On suit indication. On a j =
err/2, et donc —j = e—iT/2 (en prenant le complexe conjugué).
jw o w .
On a donc k? = v e—iT/2.
K K

Douk = + Yoemimia — 4 ¥ (cosz—jsinﬁ
K K 4 4
j)-
1 /2
Ceci s’écrit aussi |k =+ - — ] avec § = —K.
6 0 w

On remarque que k est homogéne a I'inverse d’une longueur, et donc que ¢ est homogéne a
une longueur.
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3 - a- On reprend maintenant 'expression 0(z,t) = 0yexp{j(wt — kx)}, et on remplace k par
I’expression précédente. Commencons par le cas avec un signe plus :

o -t (2 1) ]}

. X X
= O exp {jwt} x eXP{—Jg - g}

. X
= Oy exp {j(wt —2/0)} x exp {7}

Cette solution est physiquement possible. Si on essaie avec le signe moins pour ’expression
de k, on trouve une solution en exp {—FS}, qui diverge vers +oo lorsque x — +00, ce qui
n’est pas possible.

b - La solution 0(z,t) est la partie réelle de 8(x,t) écrite précédemment.

Nous allons supposer que la constante 6, est réelle.

On a donc | O(x,t) = Oy cos(wt — x/J) X exp {—%} )

Il s’agir d’une solution oscillante, mais dont ’amplitude est amortie exponentiellement &
mesure que 'on va sous terre. On constate qu’elle est compatible avec la condition aux

limites en x = 0.
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T . 2T
e Dans le cas d’une variation jour/nuit, w =

2K
— = —7.27x107° =4/ —=1 .
51 X 36005 7.27x107°rad/s, et |4 - 7cm

2T
325.25 x 24 x 3600s

e Dans le cas d’une variation saisonniére annuelle, w =

2
et|6=1/ =32m|
w

On cherche ensuite la profondeur a laquelle 'amplitude des variations en surface est divisée par
10 dans chacun des cas. L’amplitude est ce qui est en facteur du cosinus dans ’expression de

0(x,t), donc y exp {—%} En x = 0, elle vaut 6.

Elle est divisée par 10 lorsque exp{—%} = 1/10, c’est-a-dire pour —z/J = In(1/10), soit
=40 1n10]|

e On trouve x = 38 cm pour une variation journaliére.
Ceci signifie que s’il y a une forte gelée sur une journée, le front froid sera atténué d’un
facteur 10 a une profondeur de 38 cm. En enterrant les canalisations a une trentaine de
centimétre on se prémunit donc contre les gelées ponctuelles. De méme, les racines de la

végétation sont protégées a ces profondeurs.

e On trouve z = 7.3m pour une variation annuelle. Ainsi la température dans une grotte ou
une cave a cette profondeur ne varie quasiment pas annuellement.

Terminons en remarquant qu’on peut réécrire I'expression de ¢ en faisant apparaitre la période
T=2m/w:0d=\/KT/T.

On aurait pu prévoir ce type d’expression en disant que comme 7 est un temps caractéristique du
probléme, alors un front froid va pénétrer sur une longueur caractéristique ¢ telle que x = 62 /7,

S0it & = /KT.

Ici la résolution exacte du probléme permet d’avoir le facteur 1/4/7 et d’avoir la forme exacte
des solutions.

Tuyau d’eau chaude — coordonnées cylindriques [0 @ 0]

On remarque d’abord que la géométrie n’est pas carté-

sienne, et qu’on ne peut donc pas appliquer I’équation
2

de la chaleur telle que vue en cours avec le terme EIok
47

On suit donc les étapes de la méthode 2 du poly d’in-
troduction pour démontrer une nouvelle équation.

* On choisit ici des coordonnées cylindriques. Le pro-

=1.99x10""rad/s,

bléme est unidimensionnel car il ne dépend que de la
coordonnée 7.

* On délimite une tranche comprise entre les rayons r
et r + dr, comme sur le dessin ci-contre, et de longueur
[ dans la direction du tuyau (direction perpendiculaire
au plan de la feuille).

Le volume de cette tranche est dV =1 x 27xrdr.

(suite) On effectue un bilan d’énergie thermique sur ce volume :

0= 6@ = @th(T) — (I)th(’/“ + d?”)

0 = jin(r) S(r) — jen(r + dr) S(r + dr). (1)

On a utilisé 6QQ = 0 car nous sommes en régime stationnaire et il n’y a pas d’accumulation
d’énergie thermique.
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Il faut faire attention aux surfaces S(r) et S(r + dr). Leurs expressions sont S(r) = 27r x [, et
de méme pour S(r + dr) = 27 (r + dr) x [. Pour 'instant, on n’utilise pas leurs expressions. On
fait plutét apparaitre un terme de dérivée :

Jtn(r +dr) S(r+dr) — jin(r) S(r)>
dr

Jen(r +dr) S(r+dr) — jm(r) S(r) = dr x <

=dr x ((;ir [Jtn(r) 5(7“)]> -

On a done ;
0= 2 fia(r) S
0= () 2mr ]
0= Sl i)

o= 2 en]

On a utilisé la loi de Fourier dans la derniére ligne. Finalement on a I’équation différentielle

suivante pour T'(r) :
d [ dT
mP@]O

Remarque : D’aprés I'équation 1, on a ®y(r) = Pyp(r + dr). Clest donc que Py, est constant
indépendant de r. C’est identique au cas 1D stationnaire sans sources ni pertes, ot Py, est
constant indépendant de z. En revanche, ji, () n’est pas constant ici, car jin(r) = @ /S(r) et
la surface S dépend du rayon.

& [r ]:A
dr_
dr r

& ‘T(T) = Aln(r) —|—B‘

Nous allons déterminer uniquement la constante A (seule utile pour la suite) (erreur dans I’énoncé,
il n’y a pas de terme en 1/72). En supposant les contacts tuyau-fluide parfaits, on a T(R1) = T}

et T(RQ) = T2.
On a donc Aln(Ry) + B = T et Aln(R2) + B = T». En faisant la soustraction des deux, on
obtient
T —T
Aln(Ry) — Aln(Ry) =Ty — Tp, soit |A= 11 —
n B
Rs

3 - Le flux thermique &y, qui va vers 'extérieur du tuyau est indépendant de r. On peut le calculer
en r = R; par exemple. Il est donné par :

@th =95 x jth =2mrL x jth

dT
=2mrL x (=\)—
mrL X ( )dr
=-2rAL x A
Ty — T
D'ott | By, = 2mAL——
HE

Application numérique : | P, = 3.1kW |.
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4 -

VI

1 -

2 -

On applique le premier principe de la thermodynamique au systéme ouvert {eau en écoulement
dans le tuyau}. On peut car le régime est stationnaire. En négligeant Ae. et Agz, on a :

Ah =w; +q.

Or w; = 0 car pas de parties mobiles, Ah = ¢(Ts — T¢), et ¢ = —P4, /Dy, On a donc

o
T, — T, = —cl;h = —6.6°C.
m

Remarque : Dans ce raisonnement, on suppose utilise le &y, calculé précédemment (3.1 kW), qui
est valable pour 77 = 80°C. Or si la température de sortie du tuyau est Ty = T, — 6.6°C, ceci
signifie que la valeur de ®¢;, change le long du tuyau. En toute rigueur il faudrait prendre ceci en
compte.

D’aprés la formule pour T — T, on voit qu’on peut jouer sur I’épaisseur de l'isolant (facteur en
In Ry/Ry), sur la conductivité thermique de l'isolant (facteur \), ainsi que sur le débit massique :
la chute de température diminue si on 'augmente.

Caractere irréversible de la diffusion thermique

A 1D en coordonnées cartésiennes, en 'absence de sources, et en régime stationnaire, 1’équation
de la chaleur implique que 7'(x) est une fonction affine et que ®(z) est indépendant de x.

Second principe de la thermodynamique au systéme fermé {barreau} entre les instants ¢ et t+dt :

dS =05 + 6S..

En régime stationnaire, les différentes grandeurs ne varient pas dans le temps. On a donc S(¢ +
dt) = S(t), et donc dS = S(t + dt) — S(t) = 0.

5Qregu

Tfrontiére
rature de I'interface entre le systéme et le milieu extérieur, et 6Qrecu le transfert thermique recu

par le systéme & travers cette interface.

L’entropie échangée est donnée par la formule générale S, = avec Thontiere 1a tempé-

Ici il y a deux interfaces ot il y a échange de chaleur :

e celle en = 0 ot Thontiecre = 11 €t 0Qrecu = P dt;
e celle en x = L ol Txonticre = 12 €t 0Qrecu = —P dt.

On a done ®dt  odt 1 1
550 = ot O _pqr [ — — ).
8 T 15 <T1 T2>
T —T
Orona@zsz(Tl—Tg),donc
AS 1 1
0Se=—(T1—T5) | =— — = | dt.
Se =7 (T 2)<T1 T2>

Le second principe avec dS = 0 indique que 6.5, = —4.5,, d’ott :

S 11
=22 -1 = - =) de
05 L(1 2)<T2 T1>dt
. 2
5SC:)\S(T1 T)
L T

On voit que §5. = 0 si et seulement si 17 = T5, donc si et seulement si il n’y a aucun transfert
thermique. Mais & partir du moment ou il y a transfert thermique entre deux sources de tem-
pératures différentes il y a création d’entropie. La conduction thermique est donc un processus
irréversible.
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5 - 0S. > 0 implique que A > 0, heureusement.

Remarque : Raisonnons maintenant en terme d’énergie dégradée. Le transfert thermique entre deux
sources aurait pu étre exploité pour fournir un travail en faisant fonctionner un moteur entre les deux
sources. Pour un transfert thermique §(Q) extrait de la source chaude, ceci aurait permis de produire au
mieux un travail §W = 6Q x (1 — Ty /T5) (pour un moteur réversible). En ne faisant pas ceci, on laisse
le transfert thermique se faire et cette énergie n’est plus récupérable : il y a exploitation non optimale
de I’énergie, et donc création d’entropie.

1 1

On peut vérifier que 17165, = T1®dt <T - T) = 0Q(1 — Ty /T») ce qui donne le travail qu’il aurait
1 2

été possible d’extraire.

IX Transport d’iceberg xx]

Résolution de probléme

1 — On pose le probléme

On fait un schéma. Que va-t-il se passer physiquement ? La glace va fondre car elle est dans un milieu
de température supérieure a 0°C.

L’énergie thermique perdue par la glace va dépendre de P, donné dans I’énoncé, dans lequel intervient
la surface qu’il va falloir estimer. On remarque qu’un iceberg est en grande partie sous l'eau, et que
h pour l'eau est plus grand que h pour l'air. On va donc supposer que liceberg perd de 1’énergie
thermique uniquement par contact avec ’eau.

On donne un symbole aux grandeurs utiles et on les estime si nécessaire. On fait également des hypo-
théses.

e Soit Vj le volume de 'iceberg, et my = 109 kg sa masse. On a Pglace 103 kg/m3, donc Vj ~
mO/pglace-

1/3
e Nous allons supposer que l'iceberg est sphérique. Son rayon est donc R = <4VO> , et sa sur-
T

face est S = 47 R2. Avec I'application numérique on trouve R = 134 m (ce qui semble raisonnable)
et S =2.2x 10°m?.

e Dans la formule pour P, il faut également connaitre la valeur de Thuige. On prendra Thyige =
15°C.

e Quant & la glace, on suppose qu’elle est & T'= 0°C, ce qui permet le changement d’état.

2 — On cherche une stratégie de résolution

Le systéme considéré est 'iceberg.

On considére la transformation suivante entre les instants ¢ et ¢t + At : fusion d’une masse Am de glace.
Les conditions sont monobares (pext = cst) et p = pext, on peut donc appliquer le premier principe
version monobare :

AH = Qregu-

e On a d’une part Qrecu = Pip X At = h(Tquide — T')S At,
e et d’autre part AH = Am X hgys.

3 — On met en ceuvre la stratégie

On en déduit que
h(Tauige — T)S At

Am = = 8.7%x 10"kg
hfus
si on prend At = 24h = 86400s.
On a donc
A
21 0.8%.
m
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A
Ceci vaut pour 1 jour, et signifie qu’au bout d’un jour la masse de l'iceberg est m; = mg % <1 — > .
m

Au bout de 140 jours, la masse de Iiceberg est donc égale a

Am\!
mi140 = Mo X 1—— 40:m0><30%.

m

4 — On a un regard critique sur les résultats

L’iceberg a donc perdu 70% de sa masse une fois arrivé a destination. Ce résultat semble raisonnable.
Il signifie que le projet peut réussir.
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