Chapitre 3

Etude des systémes linéaires

Oscillateurs amortis

Régime transitoire des systémes du 2" ordre

@ Exemple d'oscillateur amorti : le systeme masse-ressort avec frottements visqueux

1 - Mise en équation

z

équation le circuit RLC série ) ue(®)
masse m du type ;
> (VAVAY) N
€z l F
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> . Wo . —
- = = 96 SF =08 w(Q)x =«
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et en remarque : méme équation avec

2 - Résolution
discriminant + racines...

Q =1/2 critique

Q@ > 1/2 pseudo-périodique f\‘\

Zhom (t) = (Acos Qt + Bsin Q) e #
. Thom(t) = (At + B) e™#*

3 - Un exemple
avec d'autres CI

4 - Allure des
solutions quand il y

Q < 1/2 spériodique 4;3 Thom(t) = Ae™! + Be'=!

@ Exemple du circuit RLC série —TD

a un second membre

Ce qu'il faut connaitre

(cours : | et 1)
»; Quelle est I’équation qui caractérise un oscillateur harmonique amorti? (écrite sous forme canonique :

intervenir la pulsation propre et le facteur de qualité).

en faisant

»> Donner les trois types de régimes transitoires observables pour un oscillateur harmonique amorti en fonction de la
valeur du facteur de qualité.

Tracer pour chacun des régimes précédents 'allure de la réponse en fonction du temps (on prendra par exemple
z(0) =0 et £(0) = vg > 0).

»; Dans quel cas le régime transitoire est-il le plus bref 7 Donner alors 'ordre de grandeur de sa durée en fonction de
la pulsation propre.

», Quelle est le paramétre qui donne 'ordre de grandeur du nombre d’oscillations dans le régime transitoire pseudo-
périodique ?

Quelle est Pexpression de la durée approximative d’une oscillation si @ est assez grand (en fonction de wg) ?

Ce qu'il faut savoir faire

»:; Etude d’un systéme du second ordre en régime transitoire amorti : — EC1, EC2, TD I, I, III

— obtenir I’équation du mouvement, I’écrire sous forme canonique pour identifier le facteur de qualité et la pulsa-
tion propre,

— la résoudre complétement pour une valeur du facteur de qualité ) donnée (les conditions initiales étant données,
par exemple z(t = 0) =0 et v(t = 0) = vg),

— tracer ’allure de la solution.

»; Prévoir I’évolution du systéme & partir de considérations énergétiques. — cours |

Exercices de cours

Remarque : les exercices de cours ci-dessous concernent le systéme masse-ressort horizontal. Il faut également savoir traiter
la méme chose pour la décharge ou la charge du circuit RLC
— En conséquence, les exercices I et IT du TD sont aussi considérés comme des exercices de cours.
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Exercice C1 — Aboutir a I'équation du mouvement dans le cas du systéme masse-ressort avec frottements

On consideére le systéme ci-contre. On se place dans un réfé-

_Gmm\_. masse m rentiel terrestre supposé galiléen. Les frottements sont modé-
lisés par une force s’exercant sur la masse dont ’expression

(#) est f = —A\U, A > 0 étant une constante. Le ressort est de
—k t ” > ;:c raideur k et de longueur a vide lj.
ex 0 T

1 - Faire un bilan des forces sur le systéme {masse}, appliquer le principe fondamental de la dynamique et en déduire
l’équation portant sur la position x(t).

2 - Mettre cette équation sous forme canonique, donner alors I’expression du facteur de qualité et de la pulsation propre
en fonction de A\, m et k.

Correction
1 - * Systéme : {masse}. Bilan des forces :
Poids P = mg = —mge..
Reéaction du support : N = Né, (rien selon €, car on ne tient pas compte des frottements).

Force du ressort : F = —k(l — lo)Uext avec ici l = lp + = (c’est la longueur totale du ressort) et @exy = €, (va du
point d’attache du ressort vers l'extérieur).
D'ou F = —k((lg +2) — lg)&y = —ka &,.

—

Frottements : f = —\¥, or ¥ = &€}, donc f: —\T €.

* Accélération @ = €, car mouvement selon x uniquement.

*PFDsurlamasse:mc’z’zﬁ—i—]\_f—ﬁ-ﬁ—f—f

k
On projéte sur €, donc il reste m& = —kx — A&, soit |& + —& + —x = 0.
m m

. .. wo . . . . . .
2 - Forme canonique : & + 5:5 + w%m = 0, avec ici par identification :

k | k
7w8:Edonc wo =1/

*ﬂzidoan:woﬁ: Em:@\/ﬁ\/ﬁ:\/ﬁ\/ﬁ

Q m A mA  Jmo A A

Donc |Q = ——.

Exercice C2 — Résoudre I'équation de I'oscillateur amorti, les Cl étant données

wo

Q

On reprend le cas de 'EC 1 et ses résultats, en particulier I'’équation différentielle sur z(t) : & + — i + wix = 0.

On se donne des conditions initiales suivantes : & t = 0, (0) = 0 et v(0) = vy > 0.

Dans chacun des trois cas, résoudre 1’équation du mouvement pour obtenir la solution z(¢). On déterminera 'expression
des constantes d’intégration. On tracera ’allure de la solution.

1- Cas@>1/2.
2- Cas Q< 1/2.
3- CasQ=1/2

Remarque : si votre cours n’est pas clair, il y a une correction de cet EC sur le site de la classe.
Remarque : en colle, seul un des trois cas peut étre demandé a la fois.

Correction
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1- Casou @ >1/2, z(0) =0 et #(0) =vy > 0.

* La solution particuliére est nulle.

x Equation homogéne : régime pseudo-périodique, le discriminant est négatif et équation caractéristique a deux
racines complexes r+ = —p +12. On a alors la solution homogéne :

Thom(t) = (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) e .

Pour déterminer les expressions de la pseudo-pulsation €2 et du facteur p il faut trouver les racines de 1’équation
caractéristique :

2
1
— Discriminant A = (wo> — 4w = Wi <Q2 — 4), < 0 par hypothése.

Q
— Racine 1 :
W =
L __Q
B 2
1 1
zfﬂ,, g 4
2Q 2 Q>
- Wwo 1
T R 402
De mé ine 2 “0 1 o1 —
— De méme, racine 2 : r, = —— - —.
méme, racin Ty 50 wo 107
On identifie :
wo 1
= — tQ: 1_7.
T T TRV T A

* La solution générale est donc

[2(t) = (Acos(Q) + Bsin(1)) e .|

* Utilisation CI1 : z(0) = 0.

D’aprés la solution, on a z(0) = A.

Donc A = 0.

* Utilisation CI2 : £(0) = vo.

11 faut dériver la solution (on prend en compte que A = 0 tout de suite) z(t) = Bsin(Qt) e ™+t :
#(t) = BQcos(Qt) e + Bsin(Qt) (—p)e H.

Donc #(0) = BSQ.

Donc BS) = vy, donc B = Uﬁo-

* Finalement :

x(t) = % sin(Qt) e+,

Cas ou Q < 1/2, (0) =0 et #(0) = vy > 0.

* La solution particuliére est nulle.

x Equation homogéne : régime apériodique, le discriminant est positif et ’équation caractéristique a deux racines
réelles 71 et 72, qui donnent la solution :xy(t) = Ae™* + Be™!.
W w?
Le discriminant est A = Q—g — 4w = Q—g (1-4Q?).
Les racines sont
wo 1 wg

T1:7@+§ Q2(174Q2)

Y, W 4
=30 TVl

:_%Q—m)

7‘2:*%<1+W>
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Signes : on a évidemment 79 < 0.
Et pour 1 : 1 > /1 —4Q?2, donc 7 < 0.

* La solution générale est donc

‘w(t) = Ae™' 4 Be"™!,

* Utilisation CI1 : z(0) = 0.

D’aprés la solution, on a x(0) = A+ B.

Donc A = —B.

* Utilisation CI2 : £(0) = wvo.

Il faut dériver la solution : @(t) = Arqe™! + Broe™!.
Donc #(0) = Ary + Brs.

Donc Arq + Bry = vg. Donc Ar; — Ary = vg. Donc A = kY et B=—A.
K — T2

* Finalement :

) r1t rot
£) = — 2 (ent —emt).
x(t) Tl—Tz(e e )

3-Casou@=1/2, 2(0)=0 et ©(0) =vy >0
* La solution particuliére est nulle.

* Equation homogéne : régime critique, le discriminant est nul et ’équation caractéristique a une racine double
1 = Wo-

La solution est donc xy (t) = (At + B)e ot

* Solution générale : ‘x(t) = (At + B)e 0!, ‘

* Utilisation CI1 : 2(0) = 0.

D’aprés la solution, on a x(0) = B.

* Utilisation CI2 : £(0) = wvo.
Il faut dériver la solution z(t) = Ate™“ot : i(t) = Ae w0t + At(—wq)e wot.
On a donc d’aprés la solution : £(0) = A.

Donc A = vg.

* Finalement on a donc

’x(t) = vgte o, ‘

Allure des solutions obtenues :

x(t) x(t) x(t)

‘ Régime apériodique t Régime critique t ‘ \/ t
Q<1/2 Q=1/2 Régime pseudo-périodique
Q>1/2
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Cours

Expérimentalement, on constate que la présence de dissipation (frottements en mécanique, résistance en électronique)
entraine un amortissement du régime transitoire des systémes.

* Exemple en mécanique :

point d'attache
ressort

masse

o

AL

Xo(mm)
100

10 t(s)

augmentation des frottements

Lien vers une vidéo montrant les différents régimes d’amortissement pour I'oscillation d’une masse+ressort : cf site classe.
— Animation permettant de régler le facteur de qualité, les CI, et de visualiser 'allure : cf site classe.
* Exemple en électronique :

S0 20144, MYS7232549; Wed Nov 29 22:20:39 2023 DS0-X 20144, MY57232548 Wed Nov 23 215508 2023
200V/ 2 200v 2 4 20702 500.0%/ Auto 1 473V 1200y 2 200v/ 3 4 20702 500.05/ Auto | 4.73v
uc(t) W w
f Acquisition Acquisition
ed ) Normal Norrmal
(1 BF 10.0MSals 10.0MSafs
| Voies N Voies.
oc 1.00:1 C 00:
0C 1001 oc 1.00:1
\ A 0C 10.0:1 oc 100:1
[ / X /'\ oc 1.00:1 oc 1.00:1
’\ SN A e .,

T T

I R=09Q ’ R =300Q
o ey . )
Acquisition de la tension aux v
Menu Décl Menu Deécl
bornes du condensateur dans = meed (o s o e O Tpeded [0 Soes (0 Pare
un CirCuit RLC Série (SChéma. mo-éﬁ:f,wgszassﬁw:dmwzazwsﬁfszm 2070: 50004  Awo 473v D‘m-ézntgvaln,szmgatzlmvvgdwmzszmianmz 20708 5000 Awo ¥ 1 4TV
W W
plus bas)~ Cf TP. o] oiston
lormal lormal
|EIN[IMSu/s WEIN[IMSS‘IX
Voies | Voies
1N .
C 1.00:1 0C 1.00:1
3 \ . \"\.w
R = 1000 2 R = 4000 Q)
Menu Décl Menu Decl
+5 Type décl. = Source < Pente * Type décl. +5  Source O Pente
Front. " £3 Front & t

Dans ces deux cas (mécanique, électrique), I’évolution vers 1’état final stationnaire se comprend par des considérations
énergétiques : 'énergie initiale est dissipée par les frottements ou par effet Joule.

Bilan : sur ces exemples, on constate 1’existence de différents régimes d’amortissement : avec ou sans oscillations.

— Nous allons voir comment retrouver théoriquement ces comportements et prédire les temps d’amortissement.

| — Exemple d’oscillateur amorti : le systéme masse-ressort avec frottements

1 — Mise en équation

—mm\_. masse m On se place dans le cas d’un systéme masse-ressort horizontal.

< lo 3 — Mise en équation : faire ’EC1.
*_’ } T ?’E
€x 0 xr
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— Bilan : on arrive a Péquation | & + %i‘ +wir =0 |avec wy = /k/m et Q = Vmk/\.

Un exemple similaire, le circuit RLC série et 1’évolution de ¢(t) :

L R
On étudie le circuit ci-contre, ol le condensateur est initialement chargé 71000 |I |I
(charge q(t = 0) = Qo). Pour ¢ < 0 le circuit est ouvert. Il est refermé a
t = 0 : le condensateur va se décharger.
1 - Exprimer u., uy, et ur en fonction de la charge ¢(¢) du condensateur. uc(t) | ”—C

2 - En déduire 'équation différentielle vérifiée par q(t).

3 - La mettre sous la méme forme que pour le systéme masse-ressort.

X

~7
q . di d

1-u.=—=, :R:R—t L—=L—

Yo T op MR T T g UL My dt2

d2q
2 - Loi des mailles : uC+uR+uL_Od0u6+Rdt+ Fre) =0.
3 - En divisant par L : g + R +—=0
p tq q LC .
On identifie avec la forme canonique : § —|— q +wiq=0,

Q

1 .
2 = Clest-a-dire |wy =

d
onc w IC

|| =
-3

1 VIVE VI
“VIC R RJVC

R L
Et%zdeHCQZWOEZ

z

C

1 /L
D’ou Q:E 6

2 — Résolution de I'équation

Forme canonique pour un systéme du 2”9 ordre

La forme canonique s’écrit :

. wo . 2
T+ =T +wyxr =«

Q

avec :
» « le second membre, constant dans ce chapitre.

> wo la pulsation propre du systéme. Unité : rad/s
w 27
On définit la fréquence propre fy = 2—0 et la période propre Ty = —.
s Wo

» @ le facteur de qualité. Unité : 1

~~g Démonstration pour I'unité de @ :
A partir de 'équation, [#] = [z] -s72 et [Two/Q] = [z] -s7! - rad - s71/[Q], donc I'égalité des deux donne [Q] = 1.

~~g Que devient I’équation lorsque @ — oo ? Quelle équation retrouve-t-on? C’est pour cela que 'on parle de facteur de
qualité.

On obtient # + w3z = a, équation de l'oscillateur harmonique, pour lequel il n’y a aucune dissipation et des oscillations
éternelles.
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,_[ Méthode : solutions ]

wo

* Solution homogéne : pour 'obtenir on écrit le polynéme caractéristique | > + —r + wg =0.

On cherche son discriminant et ses racines.

> SiQ < 1/2: alors le discriminant A > 0.

Les racines du polynéme sont réelles. On les note r; et o et on les exprime en fonction de wy et Q.

La solution homogeéne est : ‘xhom(t) = Ae™! + Be™!, ‘

> Si @ =1/2: alors le discriminant A = 0.

Le polynéme posséde une racine double. On la note —pu et on l’exprime en fonction de wy (et @ = 1/2).

La solution homogene est : ‘xhom(t) = (At + B) e H, ‘ (Remarque : on obtient en fait pu = wy.)

» SiQ > 1/2: alors le discriminant A < 0.

Les racines du polynéme sont complexes. On les exprime en fonction de wy et @ et on les met sous la forme
ry = —p +iQ.

La solution homogéne est : ‘xhom(t) = (Acos Qt + Bsin Qt) e . ‘

21

Q) est appelé la pseudo-pulsation. T = )

est la pseudo-période.

* Solution particuliére : on la suppose constante, il reste donc 04+0+w3z = «, d’olt Zpart = —5 . (ceci fonctionne

&le

seulement si « est une constante)
* Solution générale : z(t) = Thom (t) + Tpart-

* On détermine A et B avec les deux conditions initiales.

Voir aussi la fiche mathématique sur les équations différentielles.

~>10 Montrer qu’on a en effet A <0 < @ > 1/2.

wo 2 2 2 1
2= () ~si=ub(gs-1)
A<0@é<4@@2<1/4@62>1/2.

— Mise en pratique : faire ’'EC2.

Bilan dans le cas Q > 1/2 : régime pseudopériodique

Allure (cas 2*! membre nul et CI : 2(0) = 0 et 2(0) = vo > 0) :
e Ne pas confondre pseudo-pulsation ) et pulsation

2(t) propre wy.
27
\ Ni la pseudo-période T' = n et la période propre Ty =
\\\ 27T
N R UJO .
"N~ Sur le graphique, c’est T qui donne la durée entre deux
A A T Ao z€ros.
\/ /v, AT t e L’enveloppe est une exponentielle décroissante en e+t
- . La durée du régime transitoire est de quelques 7 = 1/p.
, Régime pseudo-périodique
, e Le nombre d’oscillations est approximativement donné
/ Q>1/2 par la valeur de Q.

(par exemple ci-contre, Q) = 6)

/ 1
Remarque : T # T et Q # wp car on a montré que 2 = wp4/1 — @

~~11 Dans quelle limite a-t-on T~ Ty et Q ~ wq 7
Pour @ > 1.

/ 1
Exemple pour Q@ =10 : /1 — ¥Tos] = 0,999.
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Bilan dans le cas ) < 1/2 : régime apériodique

x(t)

v > 0).

sitoire est de quelques 7.
Régime apériodique

Q < 1/2 (0,1 ici)

Bilan dans le cas ) = 1/2 : régime critique

x(t)

Vo > 0)

1/‘7“0| = 1/(}.}0.

Ci-contre allure (cas 2°¢ membre nul et CI : (0) = 0 et (0)

Ci-contre allure (cas 2°¢ membre nul et CI : £(0) = 0 et 3(0)

e La durée du régime transitoire est de quelques 7

e Deux temps caractéristiques : 71 = 1/|r1| et 72 = 1/|ra].

Soit 7 le plus grand des deux. La durée du régime tran-

C’est le régime pour lequel le transitoire est le plus court.

Régime critique

Q=1/2

3 — Un exemple avec d’autres CI

a/ Résolution

.o Wo .
On reprend le systéme masse-ressort horizontal, dont 1’équation est & + aozc +wdx =0 avec wg = \/k/m et Q = Vmk/\.

On change les CI : cette fois, z(0) = zp > 0 et £(0) = 0.

Prenons par exemple le cas ou Q > 1/2.

* On a encore la forme générale des solutions : ’ x(t) = (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) e * +0 ‘ avec

~ Utiliser les conditions initiales pour obtenir A et B.

* Utilisation CI1 : 2(0) = xo.
D’aprés la solution, on a z(0) = A.

* Utilisation CI2 : (0) = 0.
Il faut dériver la solution :

i(t) = % (Acos(Qt) e " + Bsin(t) e )

M:

W
=0 et Q:LOO

2Q

1—

4Q2°

= —AQsin(Qt) e " + Acos(Qt) (—p)e ™ + BQcos(Qt) e ™ + Bsin(Qt) (—pu)e

Donc @(0) = —Ap + BQ.

Ceci doit étre nul, donc on en déduit que | B = A% =z

o=

* Finalement on a donc

z(t) = xo (COS(Qt) + %sin(Qt)) e M,
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b/ Tracés

Allure des solutions de & + %x +wdx = 0, avec conditions initiales z(0) = 29 > 0 et #(0) =0 :

x(t) x(t)

x(t)

Zo Zo o
‘ Régime apériodique t Régime critique t ‘ t
Q<1/2 Q=1/2 Régime pseudo-périodique
Q>1/2
4 — Allure des solutions lorsqu’il y a un second membre
Attention, les solutions ne tendent pas toujours vers 0. C’est le cas seulement si le second membre est nul.
Tragons I’allure des solutions lorsqu’il y a un second membre non nul :
i Dy wir = wiEp.
Q
Ce sera le cas de la charge du circuit RLC (TD II).
Par exemple, conditions initiales £(0) = 0 et ©(0) = 0. On a :
x(t) x(t) a(t)
Régime apériodique t Régime critique t Régime pseudo-périodique t
Q<1/2 Q=1/2 Q>1/2
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